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Obwiednia

Pojecie ‘obwiednia’ wprowadzit i teori¢ obwiedni opracowal — w pracy De linea ex lineis
numero infiniti ordinatim ductis inter se concurrentibus easque omnes tangentes (1692) —
Gottfried Wilhelm Leibniz. Obwiednia rodziny krzywych ptaskich nazywamy krzywa, ktora
jest styczna do kazdej krzywej tej rodziny. Jesli rodzing t¢ opisuje rownanie

Fx,y, p) =0,
gdzie p oznacza parametr tej rodziny (jego konkretna wartos¢ identyfikuje/wskazuje

konkretng krzywa), to — bezposrednio z warunku stycznos$ci wynika, iz — obwiedni¢ opisuje
uktad

{ Fl.yv.p)=0,

Fpx.yv.p)=0.
gdzie F), oznacza pochodng czastkowa wyrazenia F wzgledem jej drugiego argumentu,
d
_F
Fp=9p ;

Powyzszy uktad nazywamy rownaniem rozwigzujagcym obwiedni.
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18 prostych z rodziny {y =tge-x+ 5-singp : ¢ € <0, w/2) } — mianowicie te dla ¢ = k-5°,
k=0,1,2,...,17; przyktadowo, dla ¢ = 30° jest to prosta
V3 5
y=3 **z.
Przykiad. Po osiach uktadu Oxy wspotrzednych kartezjanskich przesuwaja sie konce odcinka
o danej dhugosci a. Kazdy z tych odcinkéw, poza lezacymi na osi pionowej Oy, lezy (zob.
rysunek powyzej) na prostej o rOwnaniu
y=tgp-x + a-sinx,
gdzie ¢ oznacza kat nachylenia tej prostej do osi poziomej Ox. Ten kat jednoznacznie

wyznacza (odcinek i zarazem) prosta, jest parametrem identyfikujacym konkretng prostg w
rodzinie
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F(x,y, p) =0,
gdzie F(x, y, p) := tgo-x — y + a-sinx.
Dlatego uktadem rozwigzujacym jest uktad
[ tgp-x —yv +a-sing =0,
1

— X 4+ a-cosp =0.
COS<

Z drugiego z tych rdwnan otrzymujemy od razu
X =—-a-cos’Q,
uwzgledniajac ten zwigzek w pierwszym rownaniu uktadu rozwiazujacego uzyskujemy
y= —a-sin’ 0;

1 tak mamy rownanie (parametryczne — parametrem jest kat ¢ € <0, n/2) )

X—-a- CDSJEP,

y= a- sin’p
obwiedni rodziny prostych majacych rownanie y = tge-x + a-sinx, ¢ € <0, n/2). Uzupelniajac
zakres zmienno$ci parametru ¢ o warto$¢ m/2 (inaczej mowiac: domykajac przedziat <0, n/2))
widzimy, Zze obwiednia tej rodziny prostych jest tuk zaczynajacy si¢ w punkcie (—a, 0)
i konczacy w punkcie (0, a), tuk przebiegany od jego konca lewego w kierunku konca
prawego, zatem przebiegany w kierunku zgodnym zruchem wskazowek zegara. Luk ten
przebiega si¢ w kierunku przeciwnym — a wiec od punktu (0, @) do punktu (—a, 0) — gdy jest
opisany jak nastepuje:

¥ =a-cos38,

v = a-sin®6;
Opis ten otrzymujemy podstawiajace ¢ =n—0 1 zmieniajac kat 6 w zakresie od n/2 do =
(awiec tak, jak w uktadzie biegunowym Or0 standardowo zmienia si¢ kat — w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara — okreslajacy punkty w Il ¢wiartce uktadu
wspotrzednych).
Oba réwnania parametryczne obwiedni (zarowno to z parametrem ¢, jak i to z parametrem 0),
po podniesieniu ich stronami po potegi 3/2 1 nastgpnie ich dodaniu stronami dajg (po

skorzystaniu ze wzoru na jedynke trygonometryczng) daja réwnanie uwiklane rozwazanej
obwiedni:

Postepujac identycznie, jak powyzej (gdy uzyskaliSmy opis parametryczny obwiedni
odcinkow, ktore lezace w Il ¢wiartce ukladu kartezjanskiego Oxy §lizgaja si¢ po osiach)
stwierdzamy, ze obwiednia rodziny

{F(x,y,0)=0:9 € <0,2m) §,
gdzie F(x, y, ¢) := tgo-x —y + 5-sing,
ma rOwnanie parametryczne/wektorowe
{ x = a-cos?38,
v = a-sin’H,
gdzie 0 € <0, 2n) 1 przy tym przedstawieniu
— obwiednia jest obiegana standardowo (tzn. zgodnie z ruchem wskazowek zegara),
— obszar, ktory ona ogranicza, znajduje si¢ po jej lewej stronie.
Stad od razu wynika, ze obwiednia ta ma réwnanie uwiklane
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Otrzymana krzywa nazywana byla kubocykloida (cykloida szescienng), paracyklem,
tetrakuspidg (ang. tetracuspid — majaca cztery punkty zwrotne), w roku 1836 Karl Ludwig
von Littrow nazwatl ja astroida (z greckiego actept = gwiazda) i wlasnie ta nazwa si¢
rozpowszechnila. Pierwszy astroide badat, w 1647, dunski astronom Ole Remer, gdy
poszukiwat ksztaltéw zgbatek (asteroida jest hipotrochoida/hipocykloida, kresli ja ustalony
punkt okregu poruszajacego si¢ bez poslizgu po wewnetrznej stronie nieruchomego okregu
majacego 4-krotnie wigkszy promien). Badali t¢ krzywa takze Johann Bernoulli (1691),
Gottfried Wilhelm Leibniz (w liscie datowanym w roku 1715 otrzymat rownanie uwiktane
astroidy 1 dlatego nazywa si¢ je niekiedy rownaniem leibnizowskim), Daniel Bernoulli
(w 1725 zauwazyl, ze kresli ja takze toczacy si¢ okrag majacy promien o dtugosci réwnej %4
dlugosci okregu nieruchomego; to, ze powstaje ona niejako dwojako, okresla si¢ jako
podwojna generacyjnos¢ asteroidy, asteroidy kreslone z promieniem a = A/4 jest przebiegana
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, za$ z promieniem a = 34/4 — w kierunku przeciwnym)
i Jean le Rond d’Alembert (1748).

Astroida

— stanowi rozwigzanie zadania o drabinie o dlugoscia, ktora podnosi si¢ z ziemi
przesuwajac jej gérny koniec po murze,

— jest takze rozwigzaniem zadania o wykonalnosci przesuniecia w korytarzu zatamanym
pod katem prostym szafy matematycznej (tzn. szafy majacej grubos¢ 0),

— jest takze obwiednia rodziny elips majacych taka sama sume dtugosci swych osi, a wiec
zbioru { x*/a* +y*/b*=1:a+b=c}, gdzie c jest ustalona liczba dodatnia,

— katakaustyka ' réwnolegtych deltoidu, tzn. obwiednia odbitych od deltoidu promieni
padajacych nan réwnolegle; jesli deltoid (trikuspid, pierwszy rozwazat go L.Euler w
1745, w 1856 Jakob Steiner — i stad nazywa si¢ takze hipocykloidg Steinera) jest opisany
parametrycznie

x = 2cost + cos(2?),
y = 2sint — sin(21),
to obwiednia ta ma réwnanie
x = 3cost + cos(3t+2¢) — cos(20),
y = 3sint — sin(2+2¢) + sin(20),
gdzie ¢ oznacza kat, pod jakim na deltoid padaja promienie.

'l Katakaustyka krzywej ptaskiej nazywamy obwiedni¢ promieni $wietlnych odbitych od tej krzywe;.
Pierwsze obserwacje na temat tego, jak odbijaja si¢ promienie §wietlne w stozkowych, poczyni juz
Apoloniusz z Pergi (260-190 BC). Doglebne badanie katakaustyk podjat Eirenfried Tschirnhaus —
niemiecki lekarz, fizyk, filozof i matematyk — w 1682, szeroko przedstawit w pracach Methodus
curvas determinandi, quae formantu a radiis reflexis, quorum incidentes ut paralleli considerantur,
per D.T. i Curva geometria, quae seipsam siu evolutione describit, aliasque insignes proprietates
obtinet, inventa a D.T. (obie opublikowane w Acta eruditorum w 1690). Katakaustyka paraboli
zwana jest tschinhausowska krzywa sze$cienna/kubiczna, ang. Tchirnhausen cubic). Katakaustyki
oraz diakaustyki (obwiednie krzywymi, ktore powstaja wskutek refrakcji), obejmowane sa
wspolnym okresleniem ‘kaustyki’, terminologie te (z greckiego xkovctoc = palacy — o stoncu,
o promieniach) wprowadzit Johann Bernoulli w Curvae dia-causticae, earum relatio ad evolutas,
aliaque nova his affinia (1693).
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